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Strong	
  Subaddi.vity	
  	
  

(Lieb	
  and	
  Ruskai	
  ‘73)	
  	
  For	
  ρCRB	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

S(CB) + S(RB) � S(CRB) + S(B)

Conjectured	
  by	
  (Robinson,	
  Ruelle	
  ’66)	
  and	
  (Lanford,	
  Robinson	
  ’68)	
  



Strong	
  Subaddi.vity	
  	
  

(Lieb	
  and	
  Ruskai	
  ‘73)	
  	
  For	
  ρCRB	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Equivalent	
  to	
  data	
  processing:	
  For	
  every	
  ρ,	
  σ	
  and	
  channel	
  Λ	
  	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

Rela^ve	
  Entropy:	
  
	
  
Several	
  applica.ons	
  in	
  quantum	
  informa^on	
  theory	
  and	
  
beyond	
  	
  
	
  
	
  

E.g.	
  used	
  to	
  prove	
  converses	
  for	
  almost	
  all	
  protocols	
  (channel	
  
capacity,	
  entanglement	
  dis^lla^on,	
  key	
  distribu^on)	
  	
  	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

S(CB) + S(RB) � S(CRB) + S(B)

S(⇢||�) � S(⇤(⇢)||⇤(�))

S(⇢k�) := tr(⇢(log ⇢� log �))



Strong	
  Subaddi.vity	
  	
  

(Lieb	
  and	
  Ruskai	
  ‘73)	
  	
  For	
  ρCRB	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Equivalent	
  to	
  data	
  processing:	
  For	
  every	
  ρ,	
  σ	
  and	
  channel	
  Λ	
  	
  
	
  
	
  
	
  

Many	
  different	
  proofs:	
  
	
  
Petz	
  ’84	
  
Carlen,	
  Lieb	
  ‘99	
  
Nielsen,	
  Petz	
  ’04	
  	
  
Devetak,	
  Yard	
  ’06	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

S(CB) + S(RB) � S(CRB) + S(B)

S(⇢||�) � S(⇤(⇢)||⇤(�))

Ruskai	
  ’06	
  
Kim	
  ’12	
  
Beaudry,	
  Renner	
  ’11	
  
Headrick,	
  Takayanagi	
  ‘07	
  
	
  



Strong	
  Subaddi.vity	
  and	
  CMI	
  

(Lieb	
  and	
  Ruskai	
  ‘73)	
  	
  For	
  ρCRB	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Condi.onal	
  Mutual	
  Informa.on	
  (CMI)	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

I(C : R|B) := S(CB) + S(RB)� S(CRB)� S(B)

S(CB) + S(RB) � S(CRB) + S(B)

By	
  SSA:	
  	
  
	
  

I(C : R|B) � 0



Strong	
  Subaddi.vity	
  and	
  CMI	
  

(Lieb	
  and	
  Ruskai	
  ‘73)	
  	
  For	
  ρCRB	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Condi.onal	
  Mutual	
  Informa.on	
  (CMI)	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

I(C : R|B) := S(CB) + S(RB)� S(CRB)� S(B)

S(CB) + S(RB) � S(CRB) + S(B)

By	
  SSA:	
  	
  
	
  
Can	
  we	
  have	
  a	
  stronger	
  subaddi.vity?	
  
I.e.	
  Is	
  there	
  a	
  posi^ve	
  non-­‐iden^cally-­‐zero	
  func^on	
  f	
  s.t.	
  	
  

I(C : R|B) � 0

I(C : R|B) � f(⇢CRB)



For	
  a	
  probability	
  distribu^on	
  pXYZ:	
  
	
  
	
  
	
  

	
  
	
  
	
  
	
  
	
  	
  

CMI	
  for	
  Probability	
  Distribu.ons	
  

I(X : Y |Z) = E
z

0⇠p(z)
I(X : Y )

p(x,y|z=z

0)



For	
  a	
  probability	
  distribu^on	
  pXYZ:	
  
	
  
	
  
	
  

and	
  
	
  
	
  
	
  
MC	
  :=	
  {q	
  :	
  x-­‐z-­‐y	
  form	
  a	
  Markov	
  chain}	
  
	
  
	
  	
  

CMI	
  for	
  Probability	
  Distribu.ons	
  

I(X : Y |Z) = min
q2MC

S(pXY Z ||qXY Z)

S(p||q) :=
X

i

pi log(pi/qi)Rela^ve	
  entropy:	
  

I(X : Y |Z) = E
z

0⇠p(z)
I(X : Y )

p(x,y|z=z

0)



For	
  a	
  probability	
  distribu^on	
  pXYZ:	
  
	
  
	
  
	
  

and	
  
	
  
	
  
	
  
MC	
  :=	
  {q	
  :	
  x-­‐z-­‐y	
  form	
  a	
  Markov	
  chain}	
  
	
  
	
  	
  

CMI	
  for	
  Probability	
  Distribu.ons	
  

I(X : Y |Z) = min
q2MC

S(pXY Z ||qXY Z)

S(p||q) :=
X

i

pi log(pi/qi)Rela^ve	
  entropy:	
  

Since	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (Pinsker’s	
  inequality),	
  
	
  

I(X:Y|Z)	
  ≤ε	
  implies	
  p	
  is	
  O(ε1/2)	
  close	
  to	
  a	
  Markov	
  chain	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

S(p||q) � kp� qk21/ ln(4)

I(X : Y |Z) = E
z

0⇠p(z)
I(X : Y )

p(x,y|z=z

0)



For	
  a	
  probability	
  distribu^on	
  pXYZ:	
  
	
  
	
  
	
  

and	
  
	
  
	
  
	
  
MC	
  :=	
  {q	
  :	
  x-­‐z-­‐y	
  form	
  a	
  Markov	
  chain}	
  
	
  
	
  	
  

CMI	
  for	
  Probability	
  Distribu.ons	
  

I(X : Y |Z) = min
q2MC

S(pXY Z ||qXY Z)

S(p||q) :=
X

i

pi log(pi/qi)Rela^ve	
  entropy:	
  

Since	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (Pinsker’s	
  inequality),	
  
	
  

I(X:Y|Z)	
  ≤ε	
  implies	
  p	
  is	
  O(ε1/2)	
  close	
  to	
  a	
  Markov	
  chain	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

S(p||q) � kp� qk21/ ln(4)

I(X : Y |Z) = E
z

0⇠p(z)
I(X : Y )

p(x,y|z=z

0)

How	
  about	
  for	
  quantum	
  states?	
  	
  
	
  

We	
  don’t	
  know	
  how	
  to	
  condi^on	
  on	
  quantum	
  informa^on…	
  
	
  
The	
  second	
  equality	
  could	
  s^ll	
  work.	
  But	
  what	
  is	
  the	
  set	
  of	
  
“quantum	
  Markov	
  chains”?	
  	
  

???	
  



Quantum	
  Markov	
  States	
  

Classical:	
  
i)! 	
  x-­‐z-­‐y	
  Markov	
  if	
  x	
  and	
  y	
  are	
  independent	
  condi^oned	
  on	
  z	
  
ii)	
  	
  	
  	
  x-­‐z-­‐y	
  Markov	
  iff	
  there	
  is	
  a	
  channel	
  Λ	
  :	
  Z	
  -­‐>	
  YZ	
  s.t.	
  Λ(pXZ)	
  =	
  pXYZ	
  	
  
	
  
Quantum:	
  
i)! 	
  ρCRB	
  Markov	
  quantum	
  state	
  iff	
  C	
  and	
  R	
  are	
  independent	
  

condi^oned	
  on	
  B,	
  i.e.	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  

ii)  ρCRB	
  Markov	
  iff	
  there	
  is	
  channel	
  Λ	
  :	
  B	
  -­‐>	
  RB	
  s.t.	
  	
  Λ(ρCB)	
  =	
  ρCRB	
  	
  	
  	
  

	
  
	
  
	
  

HB '
M

k

HBL,k ⌦HBR,k

⇢CRB =
M

k

pk⇢CBL,k ⌦ ⇢BR,kR

(Hayden,	
  Jozsa,	
  Petz,	
  Winter	
  ’03)	
  	
  I(C:R|B)=0	
  iff	
  ρCRB	
  is	
  quantum	
  Markov	
  	
  



Quantum	
  Markov	
  States	
  

Classical:	
  
i)! 	
  x-­‐z-­‐y	
  Markov	
  if	
  x	
  and	
  y	
  are	
  independent	
  condi^oned	
  on	
  z	
  
ii)	
  	
  	
  	
  x-­‐z-­‐y	
  Markov	
  if	
  there	
  is	
  a	
  channel	
  Λ	
  :	
  Z	
  -­‐>	
  YZ	
  s.t.	
  Λ(pXZ)	
  =	
  pXYZ	
  	
  
	
  
Quantum:	
  
i)! 	
  ρCRB	
  Markov	
  quantum	
  state	
  iff	
  C	
  and	
  R	
  are	
  independent	
  

condi^oned	
  on	
  B,	
  i.e.	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  

ii)  ρCRB	
  Markov	
  iff	
  there	
  is	
  channel	
  Λ	
  :	
  B	
  -­‐>	
  RB	
  s.t.	
  	
  Λ(ρCB)	
  =	
  ρCRB	
  	
  	
  	
  

	
  
	
  
	
  

HB '
M

k

HBL,k ⌦HBR,k

⇢CRB =
M

k

pk⇢CBL,k ⌦ ⇢BR,kR

(Hayden,	
  Jozsa,	
  Petz,	
  Winter	
  ’03)	
  	
  I(C:R|B)=0	
  iff	
  ρCRB	
  is	
  quantum	
  Markov	
  	
  

X	
  
Z	
  

Λ	
  

X	
  
Z	
   Y	
  



Quantum	
  Markov	
  States	
  

Classical:	
  
i)! 	
  x-­‐z-­‐y	
  Markov	
  if	
  x	
  and	
  y	
  are	
  independent	
  condi^oned	
  on	
  z	
  
ii)	
  	
  	
  	
  x-­‐z-­‐y	
  Markov	
  if	
  there	
  is	
  a	
  channel	
  Λ	
  :	
  Z	
  -­‐>	
  YZ	
  s.t.	
  Λ(pXZ)	
  =	
  pXYZ	
  	
  
	
  
Quantum:	
  
i)! 	
  ρCRB	
  Markov	
  quantum	
  state	
  if	
  C	
  and	
  R	
  are	
  independent	
  

condi^oned	
  on	
  B,	
  i.e.	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  

ii)  ρCRB	
  Markov	
  iff	
  there	
  is	
  channel	
  Λ	
  :	
  B	
  -­‐>	
  RB	
  s.t.	
  	
  Λ(ρCB)	
  =	
  ρCRB	
  	
  	
  	
  

	
  
	
  
	
  

HB '
M

k

HBL,k ⌦HBR,k

⇢CRB =
M

k

pk⇢CBL,k ⌦ ⇢BR,kR

(Hayden,	
  Jozsa,	
  Petz,	
  Winter	
  ’03)	
  	
  I(C:R|B)=0	
  iff	
  ρCRB	
  is	
  quantum	
  Markov	
  	
  



Quantum	
  Markov	
  States	
  

Classical:	
  
i)! 	
  x-­‐z-­‐y	
  Markov	
  if	
  x	
  and	
  y	
  are	
  independent	
  condi^oned	
  on	
  z	
  
ii)	
  	
  	
  	
  x-­‐z-­‐y	
  Markov	
  if	
  there	
  is	
  a	
  channel	
  Λ	
  :	
  Z	
  -­‐>	
  YZ	
  s.t.	
  Λ(pXZ)	
  =	
  pXYZ	
  	
  
	
  
Quantum:	
  
i)! 	
  ρCRB	
  Markov	
  quantum	
  state	
  if	
  C	
  and	
  R	
  are	
  independent	
  

condi^oned	
  on	
  B,	
  i.e.	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  

ii)  ρCRB	
  Markov	
  if	
  there	
  is	
  channel	
  Λ	
  :	
  B	
  -­‐>	
  RB	
  s.t.	
  	
  Λ(ρCB)	
  =	
  ρCRB	
  	
  	
  	
  

	
  
	
  
	
  

HB '
M

k

HBL,k ⌦HBR,k

⇢CRB =
M

k

pk⇢CBL,k ⌦ ⇢BR,kR



Quantum	
  Markov	
  States	
  vs	
  CMI	
  
(Hayden,	
  Jozsa,	
  Petz,	
  Winter	
  ’03)	
  	
  I(C:R|B)=0	
  iff	
  ρCRB	
  is	
  quantum	
  Markov	
  	
  

I(C : R|B) = 0

⇢CRB =
M

k

pk⇢CBL,k ⌦ ⇢BR,kR



Quantum	
  Markov	
  States	
  vs	
  CMI	
  
(Hayden,	
  Jozsa,	
  Petz,	
  Winter	
  ’03)	
  	
  I(C:R|B)=0	
  iff	
  ρCRB	
  is	
  quantum	
  Markov	
  	
  

I(C : R|B) = 0

⇢CRB =
M

k

pk⇢CBL,k ⌦ ⇢BR,kR

9 ⇤ : B ! BR s.t.

IC ⌦ ⇤(⇢CB) = ⇢CRB

obs:	
  
⇤(X) = ⇢1/2RB⇢

�1/2
B X⇢�1/2

B ⇢1/2RB



Applica.ons	
  
(Brown	
  and	
  Poulin	
  ’12,	
  …)	
  
(Quantum	
  Hammersley-­‐Clifford	
  thm)	
  Every	
  many	
  
body	
  state	
  with	
  vanishing	
  CMI	
  is	
  the	
  Gibbs	
  state	
  	
  
of	
  a	
  commu^ng	
  model	
  (on	
  triangle-­‐free	
  graphs)	
  
Useful	
  in	
  Quantum	
  Belief	
  Propaga^on	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (Has^ngs,	
  Poulin	
  ‘10)	
  	
  
	
  
	
  

(Lewin	
  and	
  Wen	
  ‘06)	
  
CMI	
  is	
  equal	
  to	
  twice	
  topological	
  entanglement	
  	
  
entropy.	
  If	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  	
  I(A:C|B)	
  =	
  2γ	
  	
  
	
  
(Kitaev,	
  unpublished)	
  	
  
If	
  γ=0,	
  the	
  state	
  (+	
  ancilas)	
  can	
  be	
  created	
  by	
  a	
  	
  
constant	
  depth	
  circuit	
  	
  
	
  
	
  

What	
  if	
  merely	
  CMI	
  ≈	
  0?	
  	
  	
  	
  (Ex.	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  )	
  

S(X) = a|@X|� �

A	
  

C	
  

B	
   B	
  

S(X) = a|@X|� � + 2�O(|@X|)



CMI	
  vs	
  Quantum	
  Markov	
  States	
  

Does	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ?	
  
	
  
	
  

or	
  just	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ?	
  	
  
	
  
	
  
QMC	
  :=	
  {σCRB	
  :	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  }	
  �CRB =

M

k

pk⇢CBL,k ⌦ ⇢BR,kR

I(C : R|B)⇢ � ⌦

✓
min

�CRB2QMC
S(⇢||�)

◆

I(C : R|B) � f

✓
min

�CRB2QMC
k⇢� �k1

◆



CMI	
  vs	
  Quantum	
  Markov	
  States	
  

Does	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ?	
  
	
  
	
  

or	
  just	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ?	
  	
  
	
  
	
  
QMC	
  :=	
  {σCRB	
  :	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  }	
  �CRB =

M

k

pk⇢CBL,k ⌦ ⇢BR,kR

I(C : R|B)⇢ � ⌦

✓
min

�CRB2QMC
S(⇢||�)

◆

I(C : R|B) � f

✓
min

�CRB2QMC
k⇢� �k1

◆

(Ibinson,	
  Linden,	
  Winter	
  ’06;	
  Christandl,	
  Schuch,	
  Winter	
  ‘11)	
  
	
  If	
  ρCRB	
  is	
  QMC,	
  ρCR	
  is	
  separable	
  (	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  )	
  	
  
	
  

For	
  an	
  extension	
  ρCRB	
  of	
  the	
  d	
  x	
  d	
  an^-­‐symmetric	
  state	
  ρCR,	
  	
  

�CR =
X

k

pk⇢C,k ⌦ ⇢R,k

NO!	
  

I(C : R|B)⇢  2/d min
�CR2SEP

k⇢CR � �CRk1 � 1/4



One	
  Stronger	
  Subaddi.vity	
  
(B.,	
  Christandl,	
  Yard	
  ’10;	
  Li,	
  Winter	
  ’12;	
  B.,	
  Harrow,	
  Lee,	
  Peres	
  ‘13)	
  

I(C : R|B) �
min

�CR2SEP
max

MR2M
S(IC ⌦MR(⇢CR)||IC ⌦MR(�CR))

M := {M(X)
X

i

tr(LiX)|iihi|, Li � 0,
X

i

Li = I}



(B.,	
  Christandl,	
  Yard	
  ’10;	
  Li,	
  Winter	
  ’12;	
  B.,	
  Harrow,	
  Lee,	
  Peres	
  ‘13)	
  

I(C : R|B) �
min

�CR2SEP
max

MR2M
S(IC ⌦MR(⇢CR)||IC ⌦MR(�CR))

M := {M(X)
X

i

tr(LiX)|iihi|, Li � 0,
X

i

Li = I}

Applica^ons:	
  quasipolynomial-­‐^me	
  algorithm	
  for	
  tes^ng	
  separability,	
  
faithfulness	
  squashed	
  entanglement,	
  SoS	
  hierarchy,	
  etc…	
  

One	
  Stronger	
  Subaddi.vity	
  



(B.,	
  Christandl,	
  Yard	
  ’10;	
  Li,	
  Winter	
  ’12;	
  B.,	
  Harrow,	
  Lee,	
  Peres	
  ‘13)	
  

I(C : R|B) �
min

�CR2SEP
max

MR2M
S(IC ⌦MR(⇢CR)||IC ⌦MR(�CR))

M := {M(X)
X

i

tr(LiX)|iihi|, Li � 0,
X

i

Li = I}

Applica^ons:	
  quasipolynomial-­‐^me	
  algorithm	
  for	
  tes^ng	
  separability,	
  
faithfulness	
  squashed	
  entanglement,	
  SoS	
  hierarchy,	
  etc…	
  

How	
  about	
  the	
  distance	
  to	
  QMC?	
  Open	
  ques^on:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

I(C : R|B) �
min

�2QMC
max

MC ,MR,MB

S(MC ⌦MR ⌦MB(⇢)||MC ⌦MR ⌦MB(�))

?	
  

One	
  Stronger	
  Subaddi.vity	
  



Approximate	
  Reconstruc.on	
  

“Small	
  CMI”	
  and	
  “being	
  close	
  to	
  QMC	
  state”	
  are	
  not	
  equivalent	
  	
  
(in	
  a	
  dimensional	
  independent	
  way	
  for	
  trace	
  norm	
  or	
  fidelity)	
  
	
  
Classically:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Conjecture	
  (I.	
  Kim,	
  A.	
  Kitaev,	
  L.	
  Zhang,	
  …)	
  	
  
	
  
	
  
	
  
or	
  just	
  	
  
	
  
	
  

I(X : Y |Z) = min
q2MC

S(p||q)

= min
⇤:Z!Y Z

S(pXY Z ||IX ⌦ ⇤(pXZ))

I(C : R|B) � min
⇤:B!RB

S(⇢CRB ||IC ⌦ ⇤(⇢CB))

I(C : R|B) � f
⇣

min
⇤:B!RB

k⇢CRB � IC ⌦ ⇤(⇢CB)k1
⌘



Approximate	
  Reconstruc.on	
  

“Small	
  CMI”	
  and	
  “being	
  close	
  to	
  QMC	
  state”	
  are	
  not	
  equivalent	
  	
  
(in	
  a	
  dimensional	
  independent	
  way	
  for	
  trace	
  norm	
  or	
  fidelity)	
  
	
  
Classically:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Conjecture	
  (I.	
  Kim,	
  A.	
  Kitaev,	
  L.	
  Zhang,	
  …)	
  	
  
	
  
	
  
	
  
or	
  just	
  	
  
	
  
	
  

I(X : Y |Z) = min
q2MC

S(p||q)

= min
⇤:Z!Y Z

S(pXY Z ||IX ⌦ ⇤(pXZ))

I(C : R|B) � min
⇤:B!RB

S(⇢CRB ||IC ⌦ ⇤(⇢CB))

I(C : R|B) � f
⇣

min
⇤:B!RB

k⇢CRB � IC ⌦ ⇤(⇢CB)k1
⌘

I(C : R|B) � min
⇤:B!RB

S(⇢CRB ||IC ⌦ ⇤(⇢CB))

I(C : R|B) � f
⇣

min
⇤:B!RB

k⇢CRB � IC ⌦ ⇤(⇢CB)k1
⌘

Conjecture	
  (A.	
  Kitaev;	
  I.	
  Kim;	
  L.	
  Zhang;	
  Berta,	
  Seshadreesan,	
  Wilde,	
  …)	
  	
  
	
  

or	
  



Fawzi-­‐Renner	
  Inequality	
  
thm	
  (Fawzi,	
  Renner	
  ’14)	
  

I(C : R|B) � min

⇤:B!RB
�2 log(F (⇢CRB , IC ⌦ ⇤B(⇢CB)))

F (⇢,�) := tr(
p

�1/2⇢�1/2)Fidelity:	
  
	
  
½	
  Renyi	
  Rela^ve	
  Entropy:	
  
	
  
	
  
We	
  have:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
  
Weaker	
  than	
  classical	
  inequality	
  
	
  
	
  

S1/2(⇢||�) := �2 log(F (⇢,�))

S(⇢||�) � S1/2(⇢||�)



Strengthening	
  of	
  Fawzi-­‐Renner	
  
thm	
  (B.,	
  Harrow,	
  Oppenheim,	
  Strelchuk	
  ‘14)	
  

I(C : R|B)⇢

� lim
n!1

min
⇤n:Bn!BnCn

1

n
S(⇢⌦n

BCR||⇤n ⌦ IRn(⇢⌦n
BR))

� min
⇤:B!BC

MS(⇢BCR||⇤⌦ IR(⇢BR))

� min
⇤:B!BC

S1/2(⇢BCRk⇤⌦ IR(⇢BR))



thm	
  (B.,	
  Harrow,	
  Oppenheim,	
  Strelchuk	
  ‘14)	
  

I(C : R|B)⇢

� lim
n!1

min
⇤n:Bn!BnCn

1

n
S(⇢⌦n

BCR||⇤n ⌦ IRn(⇢⌦n
BR))

� min
⇤:B!BC

MS(⇢BCR||⇤⌦ IR(⇢BR))

� min
⇤:B!BC

S1/2(⇢BCRk⇤⌦ IR(⇢BR))

MS(⇢||�) := max

M2M
S(M(⇢)||M(�))

M := {M : M(X) =
X

i

tr(LiX)|iihi|, Li � 0,
X

i

Li = I}

Strengthening	
  of	
  Fawzi-­‐Renner	
  



thm	
  (B.,	
  Harrow,	
  Oppenheim,	
  Strelchuk	
  ‘14)	
  

I(C : R|B)⇢

� lim
n!1

min
⇤n:Bn!BnCn

1

n
S(⇢⌦n

BCR||⇤n ⌦ IRn(⇢⌦n
BR))

� min
⇤:B!BC

MS(⇢BCR||⇤⌦ IR(⇢BR))

� min
⇤:B!BC

S1/2(⇢BCRk⇤⌦ IR(⇢BR))

Strengthening	
  of	
  Fawzi-­‐Renner	
  

For	
  classical	
  ρBCR,	
  we	
  recover	
  the	
  original	
  bound	
  on	
  CMI:	
  	
  	
  	
  

min
⇤:B!BC

MS(⇢BCRk⇤⌦ IR(⇢BR)) = min
⇤:B!BC

S(⇢BCRk⇤⌦ IR(⇢BR))



thm	
  (B.,	
  Harrow,	
  Oppenheim,	
  Strelchuk	
  ‘14)	
  

I(C : R|B)⇢

� lim
n!1

min
⇤n:Bn!BnCn

1

n
S(⇢⌦n

BCR||⇤n ⌦ IRn(⇢⌦n
BR))

� min
⇤:B!BC

MS(⇢BCR||⇤⌦ IR(⇢BR))

� min
⇤:B!BC

S1/2(⇢BCRk⇤⌦ IR(⇢BR))

Strengthening	
  of	
  Fawzi-­‐Renner	
  

For	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  big	
  gap:	
  	
  ⇢CR = (1� ")|0, 0ih0, 0|+ "
dX

i=1

|i, iihi, i|

min

⇤:B!BC
MS(⇢BCRk⇤⌦ IR(⇢BR)) � " log(d� 1)

� � log(1� ") � min

B!BC
S1/2(⇢BCRk⇤⌦ IR(⇢BR))



thm	
  (B.,	
  Harrow,	
  Oppenheim,	
  Strelchuk	
  ‘14)	
  

I(C : R|B)⇢

� lim
n!1

min
⇤n:Bn!BnCn

1

n
S(⇢⌦n

BCR||⇤n ⌦ IRn(⇢⌦n
BR))

� min
⇤:B!BC

MS(⇢BCR||⇤⌦ IR(⇢BR))

� min
⇤:B!BC

S1/2(⇢BCRk⇤⌦ IR(⇢BR))

From:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  min
M2M

F (M(⇢),M(�)) = F (⇢,�)S(⇢||�) � S1/2(⇢||�)

Strengthening	
  of	
  Fawzi-­‐Renner	
  



thm	
  (B.,	
  Harrow,	
  Oppenheim,	
  Strelchuk	
  ‘14)	
  

I(C : R|B)⇢

� lim
n!1

min
⇤n:Bn!BnCn

1

n
S(⇢⌦n

BCR||⇤n ⌦ IRn(⇢⌦n
BR))

� min
⇤:B!BC

MS(⇢BCR||⇤⌦ IR(⇢BR))

� min
⇤:B!BC

S1/2(⇢BCRk⇤⌦ IR(⇢BR))

From:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  min
M2M

F (M(⇢),M(�)) = F (⇢,�)S(⇢||�) � S1/2(⇢||�)

From:	
  Proper^es	
  rela^ve	
  entropy	
  (Piani	
  ‘09)	
  

Strengthening	
  of	
  Fawzi-­‐Renner	
  



thm	
  (B.,	
  Harrow,	
  Oppenheim,	
  Strelchuk	
  ‘14)	
  

I(C : R|B)⇢

� lim
n!1

min
⇤n:Bn!BnCn

1

n
S(⇢⌦n

BCR||⇤n ⌦ IRn(⇢⌦n
BR))

� min
⇤:B!BC

MS(⇢BCR||⇤⌦ IR(⇢BR))

� min
⇤:B!BC

S1/2(⇢BCRk⇤⌦ IR(⇢BR))

From:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  min
M2M

F (M(⇢),M(�)) = F (⇢,�)S(⇢||�) � S1/2(⇢||�)

From:	
  Proper^es	
  rela^ve	
  entropy	
  (Piani	
  ‘09)	
  

From:	
  State	
  Redistribu^on	
  Protocol	
  (Devetak,	
  Yard	
  ‘04)	
  

Strengthening	
  of	
  Fawzi-­‐Renner	
  



Comparison	
  Lower	
  Bounds	
  on	
  CMI	
  

I(C : R|B) �
min

�CR2SEP
max

MR2M
S(IC ⌦MR(⇢CR)||IC ⌦MR(�CR))

1.! State	
  Redistribu^on:	
  

	
  
	
  
	
  
	
  

2.! Hypothesis	
  Tes^ng:	
  	
  
	
  
	
  E1

R (⇢C:BR)� E1
R (⇢C:B) �

min

! CR2SEP
max

MR2M
S(IC ⌦MR(⇢CR)||IC ⌦MR(�CR))

I(C : R|B) � E1
R (⇢C:BR)� E1

R (⇢C:B)

E1
R (⇢A:B) :=

lim
n!1

1

n
min

�AnBn2SEP
S(⇢⌦n

AB ||�AnBn)

Regularized	
  rela^ve	
  entropy	
  of	
  entanglement:	
  

1.! State	
  Redistribu^on:	
  

	
  
	
  
	
  
	
  

2.	
  Hypothesis	
  Tes^ng:	
  	
  
	
  
	
  

I(C : R|B) �
lim
n!1

min
⇤n:Bn!BnCn

1

n
S(⇢⌦n

BCR||⇤n ⌦ IRn(⇢⌦n
BR))

� min
⇤:B!BC

MS(⇢BCR||⇤⌦ IR(⇢BR))

I(C : R|B) �
min

⇤:B!BC
MS(⇢BCR||⇤⌦ IR(⇢BR))



State	
  Redistribu.on	
  

Alice	
   Bob	
  

A	
  C	
  

Reference	
  

B	
   R	
  

| iACBR

X	
   Y	
  
|�iXY



State	
  Redistribu.on	
  
Alice	
   Bob	
   Reference	
  

A	
  C	
   B	
   R	
  

| iACBR

X	
   Y	
  
|�iXY

(Devetak,	
  Yard	
  ‘06)	
  	
  
Op^mal	
  quantum	
  communica^on	
  rate:	
  ½	
  I(C:R|B)	
  
	
  

I.e.	
  there	
  exist	
  encodings	
  En	
  :	
  AnCnXn	
  -­‐>	
  AnGn	
  and	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  decodings	
  Dn	
  :	
  BnGnYn	
  -­‐>	
  BnCn	
  s.t.	
  	
  

lim
n!1

kDn � En(| ih |⌦n
ABCR ⌦ �XnYn ) � | ih |⌦n

ABCRk1 = 0

lim

n!1

log dim(Gn)

n
=

1

2

I(C : R|B)



Proof	
  of	
  …	
  	
  

Idea:	
  Consider	
  the	
  op^mal	
  state	
  redistribu^on	
  protocol	
  and	
  
replace	
  the	
  quantum	
  communica^on	
  by	
  white	
  noise	
  (maximally	
  
mixed	
  state)	
  

…	
  	
  I(C : R|B) � lim
n!1

min
⇤n:Bn!BnCn

1

n
S(⇢⌦n

BCR||⇤⌦ IRn(⇢⌦n
BR))



Proof	
  of	
  …	
  	
  

Idea:	
  Consider	
  the	
  op^mal	
  state	
  redistribu^on	
  protocol	
  and	
  
replace	
  the	
  quantum	
  communica^on	
  by	
  white	
  noise	
  (maximally	
  
mixed	
  state)	
  

A<er	
  encoding:	
  
	
  

	
  
	
  

	
  

	
  
	
  
	
  	
  	
  

�GnYnAnBnRn := En ⌦ IBnRnYn(| ih |⌦n
ABCR ⌦ �XnYn)

…	
  	
  I(C : R|B) � lim
n!1

min
⇤n:Bn!BnCn

1

n
S(⇢⌦n

BCR||⇤⌦ IRn(⇢⌦n
BR))



Proof	
  of	
  …	
  	
  

Idea:	
  Consider	
  the	
  op^mal	
  state	
  redistribu^on	
  protocol	
  and	
  
replace	
  the	
  quantum	
  communica^on	
  by	
  white	
  noise	
  (maximally	
  
mixed	
  state)	
  

A<er	
  encoding:	
  
	
  

As	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  
	
  
	
  

	
  

	
  
	
  
	
  	
  	
  

�GnYnAnBnRn := En ⌦ IBnRnYn(| ih |⌦n
ABCR ⌦ �XnYn)

(Dn ⌦ IRn)(⌧Gn ⌦ ⌧Yn ⌦ ⇢⌦n
BR) � dim(Gn)

�2(Dn ⌦ IRn)(�GnYnBnRn)

�GnYnBnRn  dim(Gn)IGn ⌦ �YnBnRn �YnBnRn = ⌧Yn ⌦ ⇢! n
BR

…	
  	
  I(C : R|B) � lim
n!1

min
⇤n:Bn!BnCn

1

n
S(⇢⌦n

BCR||⇤⌦ IRn(⇢⌦n
BR))



Proof	
  of	
  …	
  	
  

Idea:	
  Consider	
  the	
  op^mal	
  state	
  redistribu^on	
  protocol	
  and	
  
replace	
  the	
  quantum	
  communica^on	
  by	
  white	
  noise	
  (maximally	
  
mixed	
  state)	
  

A<er	
  encoding:	
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By	
  op	
  monotonicity	
  of	
  the	
  log:	
  
	
  
	
  
	
  	
  	
  

�GnYnAnBnRn := En ⌦ IBnRnYn(| ih |⌦n
ABCR ⌦ �XnYn)

(Dn ⌦ IRn)(⌧Gn ⌦ ⌧Yn ⌦ ⇢⌦n
BR) � dim(Gn)

�2(Dn ⌦ IRn)(�GnYnBnRn)

S(⇢⌦n
BCR||(Dn ⌦ IRn

)(⌧Gn ⌦ ⌧Yn ⌦ ⇢⌦n
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 S(⇢⌦n
BCR||(Dn ⌦ IRn

)(�GnYnBnRn
)) + 2 log(dim(Gn))

�GnYnBnRn  dim(Gn)IGn ⌦ �YnBnRn �YnBnRn = ⌧Yn ⌦ ⇢! n
BR
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Mul.plica.vity	
  Fidelity	
  of	
  
Recovery	
  	
  

(Berta,	
  Tomamichel	
  ‘15)	
  

Let:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Can	
  get	
  Fawzi-­‐Renner	
  bound	
  as	
  follows:	
  

FB!BC(⇢BCR) := max

⇤:B!BC
F (⇢BCRk⇤⌦ IR(⇢BR))

FBB0!BB0CC0(⇢BCR ⌦ �B0C0R0)

= FB!BC(⇢BCR)FB!BC(�B0C0R0)
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S(⇢⌦n

BCRk⇤n ⌦ IRn
(⇢⌦n

BR))

� lim

n!1

1

n
� log(FBn!BnCn

(⇢⌦n
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= � log(FB!BC(⇢BCR)).



Open	
  ques.ons:	
  
•! Improve	
  bound	
  to	
  rela^ve	
  entropy	
  (like	
  the	
  classical)	
  

•! Prove	
  the	
  bound	
  for	
  the	
  transpose	
  channel	
  	
  

•! Prove	
  Li-­‐Winter	
  conjecture:	
  	
  
	
  	
  	
  	
  For	
  every	
  states	
  ρ,	
  σ	
  and	
  channel	
  Λ	
  there	
  is	
  a	
  channel	
  Γ	
  s.t.	
  
	
  	
  	
  	
  Γ(Λ(σ))	
  =	
  σ	
  and	
  
	
  	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  see	
  	
  (Berta,	
  Lemm,	
  Wilde	
  ‘14)	
  for	
  par^al	
  progress	
  
	
  

•! Find	
  (more)	
  applica^ons	
  of	
  the	
  FR	
  inequality!	
  
•! Find	
  more	
  improvements	
  of	
  SSA;	
  see	
  (Kim	
  ‘12)	
  for	
  another	
  	
  

•! (dis)Prove:	
  

S(⇢||�) � S(⇤(⇢)||⇤(�)) + S(⇢||� � ⇤(⇢))

I(C : R|B) �
min

�2QMC
max

MC ,MR,MB

S(MC ⌦MR ⌦MB(⇢)||MC ⌦MR ⌦MB(�))


