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Microcanonical	
  and	
  Canonical	
  
Ensembles	
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  par=cles	
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Microcanonical:	
  	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Canonical:	
  	
  	
  

H =
X

j

Hj =
X

k

Ek|EkihEk|

hXimc,e := tr( ⌧eX)

hXic,! := tr(⇢! X)

⇢� := e��H/Z

⌧e :=
1

Ne

X

k:
enEken+

p
n

|EkihEk|



Microcanonical	
  and	
  Canonical	
  
Ensembles	
  

When	
  should	
  we	
  use	
  each?	
  
	
  
Micro:	
  System	
  in	
  isola=on	
  	
  
Macro:	
  System	
  in	
  equilibrium	
  with	
  a	
  heat	
  bath	
  at	
  temperature	
  1/β	
  
	
  
What	
  if	
  we	
  are	
  only	
  interested	
  
in	
  expecta=on	
  values	
  of	
  local	
  	
  
observables?	
  	
  
	
  
Is	
  the	
  system	
  an	
  environment	
  	
  
for	
  itself?	
  	
  
	
  
i.e.	
  For	
  every	
  e,	
  is	
  there	
  a	
  β(e)	
  s.t.	
  	
  
	
  

A	
  

X	
  

hX imc,e ⇡ hX ic,�(e)



Previous	
  Results	
  
•! Equivalence	
  when	
  A	
  interacts	
  weakly	
  with	
  Ac	
  	
  

	
  
•! Non-­‐equivalence	
  for	
  cri=cal	
  systems	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (e.g.	
  2D	
  Ising	
  model)	
  

	
  

•! Equivalence	
  for	
  infinite	
  la^ces	
  in	
  the	
  “unique	
  phase	
  region”	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  (i.e.	
  only	
  one	
  KMS	
  state).	
  But	
  no	
  bounds	
  on	
  the	
  size	
  of	
  A.	
  	
  

H = HA + HAc + �HI
(Goldstein,	
  Lebowitz,	
  Tumulka,	
  Zanghi	
  ’06;	
  	
  
	
  Riera,	
  Gogolin,	
  Eisert	
  ‘12)	
  

(Desermo	
  ’04)	
  

(Lima	
  ‘72;	
  	
  Muller,	
  Adlam,	
  Masanes,	
  Wiebe	
  ‘13)	
  



Equivalence	
  of	
  Ensembles	
  Away	
  
from	
  Cri*cality	
  

thm	
  Let	
  H	
  be	
  a	
  Hamiltonian	
  of	
  n	
  par=cles	
  on	
  a	
  d-­‐dimensional	
  
la^ce.	
  Let	
  β	
  be	
  such	
  that	
  ρβ	
  has	
  a	
  correla=on	
  length	
  ξ.	
  	
  
Then	
  for	
  most	
  regions	
  A	
  of	
  size	
  at	
  most	
  nO(1/d),	
  	
  

! tr Ac

!
⌧e(�)

"
" tr Ac (⇢�) ! 1 # n��

A	
  d	
  =	
  2	
  	
  
Hij	
  



Equivalence	
  of	
  Ensembles	
  Away	
  
from	
  Cri*cality	
  

thm	
  Let	
  H	
  be	
  a	
  Hamiltonian	
  of	
  n	
  par=cles	
  on	
  a	
  d-­‐dimensional	
  
la^ce.	
  Let	
  β	
  be	
  such	
  that	
  ρβ	
  has	
  a	
  correla=on	
  length	
  ξ.	
  	
  
Then	
  for	
  most	
  regions	
  A	
  of	
  size	
  at	
  most	
  nO(1/d),	
  	
  

! tr Ac

!
⌧e(�)

"
" tr Ac (⇢�) ! 1 # n��

A	
  d	
  =	
  2	
  	
  
Hij	
   Correla*on	
  length	
  ξ:	
  For	
  all	
  X,	
  Z	
  

	
  
	
  cov(X, Z )! �  2�dist( X,Z ) / "

cov(X, Z )! !

:= hXZ i! ! � hX i! ! hZ i! !



Equivalence	
  of	
  Ensembles	
  Away	
  
from	
  Cri*cality	
  

thm	
  Let	
  H	
  be	
  a	
  Hamiltonian	
  of	
  n	
  par=cles	
  on	
  a	
  d-­‐dimensional	
  
la^ce.	
  Let	
  β	
  be	
  such	
  that	
  ρβ	
  has	
  a	
  correla=on	
  length	
  ξ.	
  	
  
Then	
  for	
  most	
  regions	
  A	
  of	
  size	
  at	
  most	
  nO(1/d),	
  	
  

! tr Ac

!
⌧e(�)

"
" tr Ac (⇢�) ! 1 # n��

A	
  d	
  =	
  2	
  	
  
Hij	
  

Obs1:	
  e(β)	
  given	
  by	
  mean	
  energy	
  of	
  ρβ	
  
	
  

Obs2:	
  Equivalent	
  to	
  
	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  for	
  all	
  observables	
  X	
  in	
  A	
  	
  
	
  

Obs3:	
  For	
  every	
  H,	
  ρβ	
  has	
  finite	
  ξ	
  for	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  β	
  sufficiently	
  small	
  	
  

hXimc,e(�) ⇡ hXic,�



Entropy	
  and	
  Rela*ve	
  Entropy	
  

Entropy:	
  
	
  
Subadi*vity:	
  	
  
	
  

S(⇢) := �tr( ⇢ log(⇢))

S(⇢AB)  S(⇢A) + S(⇢B)



Entropy	
  and	
  Rela*ve	
  Entropy	
  

Entropy:	
  
	
  
Subadi*vity:	
  	
  
	
  
	
  
Rela*ve	
  Entropy:	
  	
  	
  

S(⇢) := �tr( ⇢ log(⇢))

S(⇢AB)  S(⇢A) + S(⇢B)

S(! ||" ) := tr( ! (log ! � log" ))

S(ρ	
  ||	
  σ)	
  measures	
  the	
  dis,nguishability	
  of	
  	
  ρ	
  and	
  σ	
  	
  
	
  
Posi*vity:	
  
	
  
Data	
  Processing	
  Inequality:	
  
	
  
Pinsker	
  Ineq:	
  	
  	
  S(⇢||�)  " =) k⇢� �k1  O("1/2)

S(⇢||�) ! 0

S(⇢AB ||�AB) � S(⇢A||�A)



Free	
  Energy	
  and	
  Rela*ve	
  Entropy	
  

Free	
  energy:	
  
	
  
	
  
	
  

F (⇢) := tr( ⇢H) ! �! 1S(⇢)

F (! )� F (! ! ) = S(! ||! ! )

Rela*ve	
  Entropy:	
  S(! ||! ! ) = tr( ! (log ! � log ! ! ))

Easy-­‐to-­‐derive	
  iden=ty:	
  For	
  every	
  state	
  ρ,	
  

Obs:	
  That	
  ρβ	
  minimizes	
  free	
  energy	
  follows	
  directly	
  from	
  
posi=vity	
  of	
  rela=ve	
  entropy	
  



Proof	
  by	
  Informa*on-­‐Theore*c	
  
Ideas	
  I	
  

A1	
   B1	
   A2	
   B2	
   …	
  

size(Ai)	
  =	
  O(n1/3),	
  size(Bi)	
  =	
  O(ξn1/3)	
  	
  



Proof	
  by	
  Informa*on-­‐Theore*c	
  
Ideas	
  I	
  

A1	
   B1	
   A2	
   B2	
   …	
  

size(Ai)	
  =	
  O(n1/3),	
  size(Bi)	
  =	
  O(ξn1/3)	
  	
  

S(⌧e( ! ) ||⇢! ) = F (⌧e( ! ) ) ! F (⇢! )

= tr(H⌧e( ! ) ) ! tr(H⇢! ) + ��1 �S(⇢! ) ! S(⌧e( ! ) )
�

" O(n1/ 2)

 O(n1/2)

(energy	
  window	
  	
  
has	
  spread	
  O(n1/2))	
  

 O(n1/2)

((Simon	
  ’93)	
  proved	
  o(n)	
  bound.	
  	
  
	
  

To	
  obtain	
  O(n1/2)	
  consider	
  H	
  
without	
  boundary	
  terms	
  between	
  
Ai	
  and	
  Bi	
  and	
  bound	
  error	
  in	
  
entropy)	
  



Proof	
  by	
  Informa*on-­‐Theore*c	
  
Ideas	
  I	
  

A1	
   B1	
   A2	
   B2	
   …	
  

size(Ai)	
  =	
  O(n1/3),	
  size(Bi)	
  =	
  O(ξn1/3)	
  	
  

S(⌧e( ! ) ||⇢! ) = F (⌧e( ! ) ) ! F (⇢! )

= tr(H⌧e( ! ) ) ! tr(H⇢! ) + ��1 �S(⇢! ) ! S(⌧e( ! ) )
�

" O(n1/ 2)

 O(n1/2)

(energy	
  window	
  	
  
has	
  spread	
  O(n1/2))	
  

 O(n1/2)

((Simon	
  ’93)	
  proved	
  o(n)	
  bound.	
  	
  
	
  

To	
  obtain	
  O(n1/2)	
  consider	
  H	
  
without	
  boundary	
  terms	
  between	
  
Ai	
  and	
  Bi	
  and	
  bound	
  error	
  in	
  
entropy)	
  

S(! e( ! ) ||" ! ) ! O(n1/2)What	
  does	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  imply?	
  
	
  



Proof	
  by	
  Informa*on-­‐Theore*c	
  
Ideas	
  II	
  

A1	
   B1	
   A2	
   B2	
   …	
  
size(Ai)	
  =	
  O(n1/3),	
  size(Bi)	
  =	
  O(ξn1/3)	
  	
  

! e(�) = ! A 1B 1A 2B 2...A m B m ! ! = ! A 1 B 1 A 2 B 2 ...A mB m

S(⌧A1A2...Am ||⇢A1A2...Am )  S(⌧A1B1...Am Bm ||⇢A1B1...Am Bm )  O(n1/2)

data	
  processing	
   previous	
  slide	
  



Proof	
  by	
  Informa*on-­‐Theore*c	
  
Ideas	
  II	
  

A1	
   B1	
   A2	
   B2	
   …	
  
size(Ai)	
  =	
  O(n1/3),	
  size(Bi)	
  =	
  O(ξn1/3)	
  	
  

! e(�) = ! A 1B 1A 2B 2...A m B m ! ! = ! A 1 B 1 A 2 B 2 ...A mB m

S(⌧A1A2...Am ||⇢A1A2...Am )  S(⌧A1B1...Am Bm ||⇢A1B1...Am Bm )  O(n1/2)

data	
  processing	
   previous	
  slide	
  

Claim	
  1:	
  Correla=on	
  length	
  ξ	
  	
  implies:	
  
	
  
	
  
	
  
Claim	
  2:	
  	
  

k! A1A2...Am � ! A1 ⌦ . . .⌦ ! Amk1  O
⇣ n

m

⌘
2�O(n�1/3! )

S(! A 1 ...A m ||" A 1 ⌦ . . .⌦ " A m )  O(n1/ 2)



Proof	
  by	
  Informa*on-­‐Theore*c	
  
Ideas	
  III	
  

A1	
   B1	
   A2	
   B2	
   …	
  
size(Ai)	
  =	
  O(n1/3),	
  size(Bi)	
  =	
  O(ξn1/3)	
  	
  

To	
  finish	
  	
  
m!

i=1

S(⌧Ai ||⇢Ai ) ! S(⌧A1...Am ||⇢A1 " . . . " ⇢Am ) ! O(n1/2)

subaddi=vity	
  entropy	
   previous	
  slide	
  

mX

i=1

S(⌧Ai ||⇢Ai) = !
mX

i=1

S(⇢Ai) !
mX

i=1

log(⌧Ai log ⇢Ai)

" ! S(⌧A1...Am) ! log(⌧A1...Am log(⇢A1 # . . . # ⇢Am))



Proof	
  by	
  Informa*on-­‐Theore*c	
  
Ideas	
  III	
  

A1	
   B1	
   A2	
   B2	
   …	
  
size(Ai)	
  =	
  O(n1/3),	
  size(Bi)	
  =	
  O(ξn1/3)	
  	
  

To	
  finish	
  	
  
m!

i=1

S(⌧Ai ||⇢Ai ) ! S(⌧A1...Am ||⇢A1 " . . . " ⇢Am ) ! O(n1/2)

subaddi=vity	
  entropy	
   previous	
  slide	
  

Since	
  m	
  =	
  O(n2/3):	
  
	
  
	
  
By	
  Pinsker	
  inequality:	
  

E
i

S(! i||" Ai )  O
!

n1/2

m

"
= O(n! 1/6)

E
i
k⌧A i � ⇢A i k1  O(n! 1/ 12)



Further	
  Implica*ons	
  
(Popescu,	
  Short,	
  Winter	
  ’05;	
  Goldstein,	
  Lebowitz,	
  Timulka,	
  Zanghi	
  ‘06,	
  …)	
  	
  
Let	
  H	
  be	
  a	
  Hamiltonian	
  and	
  Se	
  the	
  subspace	
  of	
  states	
  with	
  energy	
  
(en,	
  en	
  +	
  n1/2).	
  Then	
  for	
  almost	
  every	
  state	
  |ψ>	
  in	
  Se,	
  and	
  region	
  
A	
  sufficiently	
  small,	
  	
  

trAc(|! !" ! |) # trAc("e)

Consequence:	
  	
  If	
  ρβ(e)	
  has	
  a	
  correla=on	
  finite	
  correla=on	
  length,	
  
	
  
	
  
	
  
Obs:	
  Even	
  stronger	
  statement	
  is	
  conjectured	
  to	
  hold	
  in	
  some	
  cases	
  
	
  

Eigenstate	
  Thermaliza,on	
  Hypothesis:	
  For	
  most	
  eigenstates	
  |Ek>	
  in	
  Se	
  	
  	
  

trA c (| !" |) # trA c (⌧e) # trA c (⇢�(e))

tr A c (|Ek ihEk |) ⇡ tr A c (⌧e)
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  of	
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  proof	
  	
  
	
  
2.	
  Equilibra*on	
  by	
  random	
  unitary	
  evolu*ons	
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Quantum	
  	
  
Informa=on	
   Thermaliza=on	
  



Dynamical	
  Equilibra*on 
 

C2

n

U(t) = T ei
! t
0 H (t ! )dt !

State	
  at	
  =me	
  t:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

|! t ! = U(t)|0! ! n



Dynamical	
  Equilibra*on 
 

C2

n

U(t) = T ei
! t
0 H (t ! )dt !

State	
  at	
  =me	
  t:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

|! t ! = U(t)|0! ! n

Will	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  equilibrate?	
  	
  
	
  
I.e.	
  for	
  most	
  t	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ?	
  	
  	
  	
  	
  

| (t)!

| (t)!" (t)| # ⇢0



Dynamical	
  Equilibra*on 
 

C2

n

U(t) = T ei
! t
0 H (t ! )dt !

State	
  at	
  =me	
  t:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

|! t ! = U(t)|0! ! n

Will	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  equilibrate?	
  	
  
	
  
I.e.	
  for	
  most	
  t	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ?	
  	
  	
  	
  	
  

| (t)!

| (t)!" (t)| # ⇢0 NO!	
  



Rela*ve	
  Equilibra*on 
 

C2

n

How	
  about	
  rela=ve	
  to	
  par=cular	
  kind	
  of	
  measurements?	
  

•! “macroscopic”	
  measurements	
  (e.g.	
  magne=za=on)	
  
	
  
	
  
	
  

•! local	
  measurements	
  (e.g.	
  measurements	
  in	
  the	
  3	
  first	
  sites)	
  
	
  
	
  

Examples	
  



Equilibra*on	
  is	
  generic 
(Linden,	
  Popescu,	
  Short,	
  Winter	
  ’08)	
  
Almost*	
  any	
  Hamiltonian	
  H	
  equilibrates:	
  
	
  
	
  
	
  
with	
  	
  
	
  
and	
  

Et�0k! S (t) � ! Sk1 ⇡ 0

⇢S = lim
T!1

EtT ⇢S(t)

S	
   E	
  

⇢S(t) := tr E

!
eitH |0n!" 0n|e! itH

"

*Almost:	
  	
  
(Ei	
  +	
  Ej	
  –	
  Ek	
  -­‐	
  El)	
  all	
  non-­‐zero	
  and	
  	
  
|0n>	
  spread	
  over	
  energy	
  eigenstates	
  
	
  	
  	
  	
  



Time	
  Scale	
  of	
  Equilibra*on 

The	
  previous	
  general	
  approach	
  only	
  gives	
  exponen=ally	
  	
  
long	
  convergence	
  bounds	
  (in♯	
  of	
  par=cles	
  )	
  
	
  
Goal:	
  Show	
  that	
  
	
  

Generic	
  local	
  dynamics	
  leads	
  to	
  rapid	
  equilibra*on	
  
	
  
Caveat:	
  =me-­‐dependent	
  Hamiltonians…	
  



Random	
  Quantum	
  Circuits 
Local	
  Random	
  Circuit:	
  in	
  each	
  step	
  
an	
  index	
  i	
  in	
  {1,	
  …	
  ,n}	
  is	
  chosen	
  
uniformly	
  at	
  random	
  and	
  a	
  two-­‐
qubit	
  Haar	
  unitary	
  is	
  applied	
  to	
  
qubits	
  i	
  e	
  i+1	
  	
  

Random	
  Walk	
  in	
  U(2n)	
  	
  
(Another	
  example:	
  Kac’s	
  random	
  walk)	
  
	
  
Introduced	
  in	
  (Hayden	
  and	
  Preskill	
  ’07)	
  as	
  a	
  toy	
  model	
  for	
  the	
  dynamics	
  
of	
  a	
  black	
  hole	
  
	
  
Example	
  of	
  random	
  circuit	
  (Emerson	
  et	
  al	
  ’03,	
  Oliveira	
  et	
  al	
  ‘07,	
  …)	
  



Parallel	
  Random	
  Quantum	
  Circuits 
Parallel	
  Local	
  Random	
  Circuit:	
  in	
  
each	
  step	
  n/2	
  independent	
  Haar	
  
two-­‐qubit	
  gates	
  are	
  applied	
  to	
  either	
  
((1,	
  2),	
  (3,	
  4),	
  …,(n-­‐1,n))	
  or	
  	
  
((2,	
  3),	
  (4,	
  5),	
  …,(n-­‐2,n-­‐1))	
  

Discrete	
  version	
  of	
  
	
  
with	
  random	
  H(t)	
  =	
  H12(t)	
  +	
  H23(t)	
  +	
  …	
  +	
  Hnn-­‐1(t)	
  
	
  
(i.e.	
  “brownian	
  quantum	
  circuits”	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (Lashkari,	
  Stanford,	
  Has=ngs,	
  Osborne,	
  Hayden	
  ‘12))	
  	
  

U(t) = T ei
! t
0 H (t ! )dt !



How	
  fast	
  1D	
  random	
  circuits	
  
equilibrate? 

(B.,	
  Harrow,	
  Horodecki	
  ‘12)	
  Let	
  RCt	
  be	
  the	
  set	
  of	
  all	
  parallel	
  circuits	
  	
  
of	
  depth	
  t	
  ≥	
  100n.	
  For	
  almost	
  all	
  U	
  in	
  RCt	
  
	
  
For	
  every	
  region	
  S,	
  |S|	
  ≤	
  n/4:	
  
	
  
with	
  
	
  

	
  	
  	
  

⇢S(U ) := tr \ S (U |0ih0|⌦nU   )

As	
  fast	
  as	
  possible:	
  

S

(Brown	
  and	
  Fawzi	
  ‘13,	
  ‘14)	
  Generaliza=on	
  to	
  any	
  dim	
  (t	
  ≥	
  O(n1/dpolylog(n)))	
  

!
!
!
! ⇢S(U)� I

ds

!
!
!
!
1

 2! n/ 8



Warm-­‐up:	
  Equilibra*on	
  for	
  Haar	
  
Random	
  Unitaries 

Let	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  
	
  
We	
  have	
  
	
  
But	
  
	
  
	
  

So	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  for	
  	
  

|! ! = U |0! ! n

k⇢S(U)� ⌧k1  dim(S)1/2k⇢S(U)� ⌧k2

EUk! S(U)� " k22 =
dim(S)
dim(Sc)

! ! S(U) " " ! 1 # #

S	
   Sc	
  

log(dim(Sc)) ! 2 log(dim(S)/ ! )

(Page	
  ‘93)	
  

	
  	
  	
  	
  only	
  second	
  
moments	
  needed	
  

⇢S(U) = tr Sc (U|0ih0|! nU†)

Haar	
  measure	
  

Is	
  there	
  a	
  similar	
  argument	
  for	
  random	
  circuits?	
  	
  



Warm-­‐up:	
  Equilibra*on	
  for	
  Haar	
  
Random	
  Unitaries 

Let	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  
	
  
We	
  have	
  
	
  
But	
  
	
  
	
  

So	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  for	
  	
  

|! ! = U |0! ! n

k⇢S(U)� ⌧k1  dim(S)1/2k⇢S(U)� ⌧k2

EUk! S(U)� " k22 =
dim(S)
dim(Sc)

! ! S(U) " " ! 1 # #

S	
   Sc	
  

log(dim(Sc)) ! 2 log(dim(S)/ ! )

(Page	
  ‘93)	
  

	
  	
  	
  	
  only	
  second	
  
moments	
  needed	
  

⇢S(U) = tr Sc (U|0ih0|! nU†)

Haar	
  measure	
  

Is	
  there	
  a	
  similar	
  argument	
  for	
  random	
  circuits?	
  	
  



Unitary	
  k-­‐designs 
	
  

Def.	
  An	
  ensemble	
  of	
  unitaries	
  {μ(dU),	
  U}	
  in	
  U(d)	
  is	
  an	
  	
  
ε-­‐approximate	
  unitary	
  k-­‐design	
  if	
  for	
  every	
  monomial	
  	
  
M	
  =	
  Up1,	
  q1…Upk,	
  qkU*r1,	
  s1…U*rk,	
  sk,	
  	
  
	
  
	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  |Eμ(M(U))	
  –	
  EHaar(M(U))|≤	
  ε	
  

•! First	
  k	
  moments	
  are	
  close	
  to	
  the	
  Haar	
  measure	
  

•! Natural	
  quantum	
  generaliza=on	
  of	
  k-­‐wise	
  independent	
  
distribu=ons	
  

	
  

•! Many	
  applica=ons	
  in	
  quantum	
  informa=on	
  



Random	
  Quantum	
  Circuits	
  as	
  	
  
k-­‐designs? 

thm	
  (B.,	
  Harrow,	
  Horodecki	
  ‘12)	
  Parallel	
  Local	
  Random	
  Circuits	
  	
  
of	
  size	
  O(k5n	
  +	
  k4log(1/ε))	
  are	
  an	
  ε-­‐approximate	
  unitary	
  	
  
k-­‐design	
  	
  	
  

•! Can	
  replace	
  Page’s	
  calcula=on	
  with	
  k=2	
  and	
  ε	
  =	
  2-­‐O(n)	
  to	
  get	
  	
  

•! What	
  does	
  k	
  >	
  2	
  gives?	
  	
  

•! Previous	
  results	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  (Oliveira	
  et	
  al	
  ‘07,	
  Harrow&Low	
  ‘08,	
  Znidaric	
  ‘08,	
  Brown&Viola	
  ‘09,	
  …)	
  	
  
	
  

	
  	
  	
  	
  	
  Random	
  circuits	
  of	
  size	
  O(n(n	
  +	
  log(1/ε)))	
  ε-­‐approximate	
  designs	
  	
  	
  	
  

EU2RC100 n

!
!
!
! trSc(U |0ih0|⌦nU†)� I

dS

!
!
!
!

1
 2�n/4



Equilibra*on	
  for	
  low	
  complexity	
  
measurements 

Given	
  an	
  observable	
  M	
  (POVM	
  element	
  0	
  <	
  M	
  <	
  id)	
  in	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  we	
  define	
  	
  
its	
  circuit	
  complexity	
  as	
  the	
  minimum	
  number	
  of	
  two-­‐qubit	
  gates	
  needed	
  	
  
to	
  measure	
  {M,	
  id-­‐M}.	
  	
  
	
  	
  	
  

(C2)⌦n

{0,1}	
  

Let	
  Mk	
  :=	
  {	
  M	
  :	
  0	
  ≤	
  M	
  ≤	
  id,	
  M	
  has	
  gate	
  complexity	
  k	
  }.	
  For	
  almost	
  all	
  U	
  	
  
in	
  RCt	
  with	
  t	
  ≥	
  O(k6)	
  and	
  n	
  ≤	
  k	
  ≤	
  2O(n),	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

max

N2Mk

��h0n|U   NU |0ni � tr(N)/2n
��  2

�n/4

•! Shows	
  U|0n>	
  is	
  quantum	
  pseudo	
  random.	
  

•! Circuit	
  complexity	
  of	
  U	
  is	
  at	
  least	
  Ω(k).	
  	
  



Outline	
  Proof	
  Random	
  Circuits	
  are	
  
Polynomial	
  Designs 

	
  

1.! 	
  Mapping	
  the	
  problem	
  to	
  bounding	
  spectral	
  gap	
  of	
  a	
  Local	
  Hamiltonian	
  
	
  

2.! Technique	
  for	
  bounding	
  spectral	
  gap	
  (Nachtergaele	
  ’94)	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  +	
  representa=on	
  theory	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (reduces	
  the	
  problem	
  to	
  obtaining	
  an	
  exponen=ally	
  small	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  lower	
  bound	
  on	
  the	
  spectral	
  gap)	
  
	
  

3.! Path	
  Coupling	
  applied	
  to	
  the	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  unitary	
  group	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (to	
  prove	
  convergence	
  of	
  the	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  random	
  walk	
  in	
  exponen=al	
  =me)	
  
	
  

4.! Use	
  detectability	
  Lemma	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (Arad	
  et	
  al	
  ‘10)	
  to	
  go	
  from	
  local	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  random	
  circuits	
  to	
  parallel	
  local	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  random	
  circuits	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  



Conclusions	
  
•! Quantum	
  Informa=on	
  theory	
  provides	
  new	
  tools	
  for	
  studying	
  
thermaliza=on/equilibra=on	
  and	
  poses	
  new	
  ques=ons	
  about	
  
them	
  

	
  
	
  	
  	
  	
  Two	
  examples:	
  
	
  
•! Info-­‐theore=cal	
  proof	
  of	
  equivalence	
  of	
  ensembles	
  for	
  non-­‐
cri=cal	
  systems.	
  What	
  are	
  the	
  condi=ons	
  for	
  cri=cal	
  systems	
  
(diverging	
  correla=on	
  length)?	
  

•! Equilibra=on	
  of	
  random	
  quantum	
  circuits.	
  Can	
  we	
  prove	
  
equilibra=on	
  for	
  random	
  =me-­‐independent	
  Hamiltonians?	
  

Thanks!	
  


